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2 Introduction

L’objet de ’étude est d’observer 1’évolution temporelle quantitative de plusieurs populations
en compétition dans un environement limité. Nous complexifierons le modéle au fur et & mesure,
en partant d’un cas simple pour introduireensuite des mutations réguliéres.

3 Présentation

3.1 Situation

Considérons ainsi deux populations disjointes ng et ni, mais vivant dans le méme milieu.
ng représentant la population saine (ie dépourvue de la mutation sur laquelle on se concentre)
et ny représente la population mutée. Dans ce premier cas, les individus de n; auront un petit
peu plus de chance de se reproduire que les autres. Nous étudierons alors comment évolue la
démographie de ces deux populations.

3.2 Notations

Les notations utilisées :
ng : Population sauvage, non mutée
ny : Population mutée, plus performante en reproduction
N : Population totale = ni + ng constante
Ky : Proportion des individus de ng qui se reproduiront par unité de temps
K3 : Proportion des individus de n; qui se reproduiront par unité de temps
dp : Proportion des individus de ng qui mourront par unité de temps
dy : Proportion des individus de nqy qui mourront par unité de temps
S > 0 tel que K1 = (1 + S) Ko : coefficient de compétitivité

3.3 Outils utilisés

Durant notre étude nous utiliserons principalement ’analyse différentielle pour la modélisa-
tion et les calculs et MatLab pour les graphiques.

4 Travaux préliminaires

Nous souhaitons donc étudier ’évolution des deux populations en fonction du temps. Pour
ce faire, nous pouvons constater que 'effectif d’'une population isolée dépend du nombre de
naissances et du nombre de morts. Pour étudier ’évolution d’une population lorsque le temps
varie de maniére continue, on use d’équations différentielles. Commengons par constituer les
dérivées de ng et ny. Par définition de K (c.f. K1) , on sait que Koxng (c.f. K1%nq) est la quantité
d’individus de ng (c.f. n1) qui naissent par unité de temps et dg * ng (c.f. di * nq) la quantité
d’individus qui meurt dans ce méme intervalle de temps. Ainsi ’évolution des populations est
donnée par les équations différentielles suivantes :

d’I’Lo

W = Kono — dono (1)
dn
ditl = K1n1 — d1n1 (2)

Ceci modélise bien la situation ; la variation de ng et de ny en fonction du temps correspond
au gain (naissance) moins les pertes (décés). Nous allons consacrer une partie de notre étude en
supposant ces équations vraies sans prendre en compte pour 'instant les autres paramétres qui
compliqueront le probléme.



Dans ce probléme, nous imposons qu’'un individu de ng a autant de chance de mourir qu’un
individu de n1, les diffrences se feront sur les avantages de reproduction. On a donc dy = d;. Pour
simplifier nos équations, nous introduisons alors les notations suivantes : kg = % =K =K

=4 T @
et dt = dt xdp, qui correspond a une génération. En divisant par ng dans (1) et (2), on a donc :

d
% = (k‘o — 1)’/10 (3)
d
= (k= Dmy )

On prendra pour la suite dt = dt’.

5 Cas sauvage : Absence de mutations

Pour cette premiére étude, nous ne ferons pas intervenir de mutations. Nous n’observerons
donc que les effets de la compétition dans un milieu limité, car N, la population totale, est une
constante. Nous allons considérer que les individus de les indivifus de n; ont un avantage en
terme de reproduction sur ceux de ng :

ki =(1+5)*kyavec S >0

Donc d’apreés (4) :

dn _

L= (ko(1+ 8) ~ m )

5.1 Linéarité de I’équation

Pour nous aider a résoudre 1’équation différentielle (5), il faut d’abord déterminer si elle est
linéaire, c’est-a-dire si kg (et donc k1) sont des constantes. Supposons que kg ne dépende pas du
temps. On aurait donc :

dn

W/O = (ko — 1)ng = ng = Ag * e(ko—1)t (6)
dnl
dt’

Avec Ag et Ay constantes réelles positives car ng et n; sont des nombres positifs.

= (ko(l + S) — 1)TL11 = Al * e(ko(l"rs)—l)*t (7)

Vérifions alors si N = ng + ny reste bien constant, selon la valeur de kg :

-Soit ky < H%S : On a alors kg < 1 et ko(1+S) —1 donc on remarque dans (6) et (7) que ng

et ny sont décroissants donc que N aussi.

-Soit kg = 1_%5 : On a alors kg < 1 et ko(1 +S5) —1 =0 et on en déduit que ny décroit et
que n1 est constant, donc que N décroit.

-Soit kg > H% : On a alors ko(1 +5) — 1 > 0 donc n; tend vers l'infini et N aussi.

On peut donc observer que dans tous les cas N n’est pas constant. Or pour introduire des
mécanismes de compétition dans un systéme limité beaucoup plus intéressant & étudier, la po-
pulation totale N doit étre constante. On en déduit donc par contraposée que kg doit dépendre
du temps. Ce qui nous améne a des équations différentielles non linéaires.



5.2 Deétermination de la fréquence f de n; dans N

On définit fy et f, respectivement les fréquences de la population ng et de la population nq
telles que :

Nno

fo="2

(8)

nq N—TLQ

I ©)

Nous cherchons ici & déterminer I'expression de f. En introduisant la variable ¢ = kg — 1 on
obtient pour les dérivées de ng, ni et N :

dn

7;) = (ko—l)noze*no

% = (ko—1+4+ko*S)*xny=(e+koxS)xng
dN - d’l’Ll dno_

o a Tap T ot (ko S)Em

On peut alors calculer la dérivée de f :

df - d ny
@ = a'nN
Nd’ﬂl nldN
 a @
N2
~ N(e+ko*S)ny —ni(eng + (e + ko * S)ny
= e
_ ny (e4ko*S)(no+n1) —eng — (e + ko * S)ny
- N N
B (e + ko * S)ng — eng
= f N
ko * S xng
i
= f(1—=flkoxS

On sait que la population ne change pas trop vite et donc que le nombre de décés est proche
de celui du nombre de mort. On a donc Ky = dg et donc kg ~ 1 :

a _

e —11-ps (10

Essayons alors d’intégrer I’équation (10). On a :

df
fFa=1)

Avec la méthode de la décomposition en éléments simples on obtient :

= Sdt



af  df

-+ —— = Sdt
foo1=7
Inf—in(l—f) = St+ A (avec A constante réelle)
fo_
In -7 = St+ A
f —  St+A
1-f
fo= (1= fesr
eSt+A
1) = T osea
On introduit une autre constante A’ = e ce qui donne :
A/eSt
_ 11
f(t) 1 + A/est ( )

Déterminons & présent A’ en fonction des conditions initiales f(t =0) = fy :

Al
ho=1Ta
On obtient donc : I
A =10 12
- (12)

Et finalement, en remplacant (12) dans (11) on obtient la fréquence en fonction du temps et des
conditions initiales :

foes*t

O~ T R

(13)

5.3 Conclusion, et remarques

On choisi ici de prendre une faible population de ny initiale par rapport & ng. Nous verrons
si et de quelle maniére n; prend le dessus sur ng. Prévoyons d’abord analytiquement certains
réulats du modéle grace aux équations (10) et (13) :

Etats stationnaires : On voit avec I’équation (10) que la dérivée de f s’annule dans deux
cas précis : f =0et f = 1. Clest trés cohérent : ’il n’y a plus aucun membre de ny (c’est-a-dire
si f = 0), alors ils ne peuvent pas se reproduire et f restera nul. Méme chose pour la population
de ng si f=1.

Début : Au début, lorsque la fréquence f est trés faible, on pourra négliger le terme en
(1 — f) de I’équation (10) et approximer a 1 :

df
l1—-fr]l —= — =~
f v xS

Ce qui implique une forme exponentielle positive de f dans un premier temps, c’est-a-dire une
croissance de n; de plus en plus rapide.
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Demi temps : Voyons & quel moment la population n; doit atteindre la moitié de la
population totale d’aprés I’équation (13) :

foeSti/2
1 — fo+ foeSt2 = 05
foeStl/2 = 05«(1—fo+ foeStl/Q)
eSt1/2 _ 1- fO
fo
1
Stl/g = In fOfO
1. 1—f
t = =l
TS

Ce temps est donc inverserment proportionnel & S. Plus S augmente, plus la population n; est
rapide & atteindre la moitié de la population totale.

Etat final : Si f s’aproche de 1, alors on voit que le terme en 1 — f devient proche de
0, et que donc la dérivée de f s’approche de zero (et s’annule si f = 1). Cependant, elle reste
positive donc on peut en conclure que f continuera & augmenter jusqu’a tendre vers 1, état stable.

Graphe : On trace alors le graphe de la f en fonction du temps avec la formule (13), pour
plusieurs valeurs de S et pour f arbitrairement choisi a ﬁ.

Temps (generations)

50 100 150 200 250

FIGURE 1 — Evolution de la fréquence de la population n; pour plusieurs valeurs de
S, dans mutations (u = 0)

On observe précisemment ce que nous avions pu prévoir analytiquement. La fréquence de la
population favorisée évolue de maniére exponentielle au début et ce jusqu’a ce qu’elle atteigne la
moitié Elle commence alors a croitre plus lentement, évoluant selon une exponentielle négative
et finira par tendre vers 1.

300



On peut donc en conclure qu’en introduisant un tout petit pourcentage d’individus présentant
une mutation favorable & leur reproduction, ces derniers finiront par remplacer entiérement la
population saine. A condition bien stir que 'on se trouve dans un contexte de compétition,
induit ici par la taille fixe de la population totale. On remarque que ce mécanisme fonctionne
peu importe la puissance de 'avantage dont jouissent les individus mutés : celui-ci (le coefficient
S) influe seulement sur la vitesse a laquelle les individus sains seront remplacés.



6 Cas de mutations réguliéres

6.1 Présentation et premiéres équations

Dans ce cas, nous nous intéressons a une population sauvage, ng, qui sera seule initialement.
Puis une mutation va se produire et les individus mutés auront alors des avantages de repro-
duction. II serait intéressant de voir comment évolue la démographie de la population sauvage
et celle de la population mutée au cours du temps.

Nous allons introduire un coeflicient de mutation pu : c’est le pourcentage de nouveaux-nés
qui subiront une mutation.
1 est analogue & une trés faible probabilité, il est donc supérieur a 0 et petit devant 1.

p>0et p<<1

Pour simplifier le modéle, nous considérerons que la mutation ne se produit que sur un
seul allele, lui-méme binaire. Tout individu muté de la population 1 devient un individu de la
population 0, car sa mutation le rend identique aux individus de la population 0 et inversement.

Ainsi, on multiplie 4 par le nombre de nouveaux nés par generation ng * Ko (cf ny x K7) et
on obtient le nombre d’invidus de ng (cf nq)mutés en ny (cf ng) par génération. La situation est
résumée sur ce schéma :

kon

kl nq kl LT ) 070

- e i “'_
Naissances Nitatisss _(H _ )_ Naissances
i

Morts ko 75 Non Morts
B Muteés mutes 7

ni d 1 Npdo

Les fléches entrantes représentent la naissance ou 'apparition de nouveaux indivudus et les
fleches sortantes représentent le décés ou la disparition d’individus au sein d’une population.
Ainsi, en s’appuyant sur le schéma nous en déduisons les équations suivante :

d
%:(Ko—do)no-i-fﬁ*ﬂ*m—Ko*,u*no
dn
—dto = (ko — D)ng + p * (k1 xny — ko * no) (14)
dn1
E:(Klfall)nl+Ko>l</t>l<no*K1*/““711
dn1
E:(kl—l)nl + pox (ko xng — k1 xnq) (15)

On se concentre dorénnavent sur la fréquence f = ZL. On sait d’aprés I'équation (10) que :

df_ldnl_ .



dans le cas précédent. En s’appuyant sur la faible valeur de p et donc sur la faible mofification
de la fréquence par les termes p * (kg * ng — k1 * n1), on ajoute les termes trouvés en (15) :

daf

ko *ng — k1 xnq

Y 1
o7 = O = )+ N
ko (N —mnq) — k1 *nq
+ N
ko + k1)n
+‘LL*(]€0—(O Nl) 1))

+ px (ko — (ko + k1) f)

La reproduction étant lente, on prendra kg ~ k1 ~ 1
On obtient ainsi :

Y —sra-pra—2nm (16)

6.1.1 Sous-cas numéro 1 : facteur de mutation plus important

Dans ce premier cas, nous allons supposer que le facteur de mutation est beaucoup plus
important que celui de la sélection naturelle, on aura donc :

S<<p

On peut donc négliger le terme en S dans I’équation (16), ce qui donne :

df
—=(1-2 17
= (=2 (17)
Cherchons alors une forme intégrée de f :
daf
-— = (1-2
p (1=2f)p
daf
——— = udt
(1-2f)
1
~3 In(1-2f) = pt+ A (avec A constante)
1— 2f — e—2;tt—2A
— 1 1 —2ut—2A
=375

On pose A’ = e~24 et on a finalement :

f

1
5(1 — A/€72Mt)
On pose la condition initiale f(0) = 0 comme dit plus tot :

S(1—4)

A =1

|
o

Donc :

10



Fréquence

f=g—em (15)

Conclusions et remarques :

Etat stationnaire : On voit dans I’équation (17) que I’état stationaire est atteint pour %
Ce qui signifie que la moitié de la population est atteinte et donc que les mutations s’effectuent

de la méme maniére les deux codtés : il 'y a plus de variations.

Debut : On remarque dans l’équation (17) qu’au début, lorsque f ~ 0, on a : Z—JZ ~ u. On
peut en déduire que f augmente linéairement & p.

Etat final : Lorsque f s’approche de %, la dérivée s’approche de zero mais reste positive.
On en déduit que f augmentera en tendant vers %

On obtient donc la courbe suivante d’aprés I’équation (19), en choisissant plusieurs petites
valeurs de p :

Temps (generations)

50 100

FIGURE 2 — Evolution de la fréquence de la population n; pour plusieurs valeurs de
1 et une sélection négligeable

On observe bien ce qu’on avait analysé. Ce cas n’est toutefois pas trés intéressant car il
néglige les dynamiques de compétitions apportées par le facteur de sélection naturelle.

6.2 Sous cas numéro 2 : séléction plus importante

Dans ce deuxiéme cas, nous allons supposer que le facteur de sélection naturelle est beaucoup
plus important que celui de la mutation , on aura donc :

S>>pu

11



Si on néglige alors le terme (1 — 2 x f) x u dans ’équation (16) et on se retrouve dans le cas
sans mutations étudié dans la partie précédente, avec :

fOes*t

fe) = 1— fo+ fox e

Cependant, si p n’est pas complétement nul, on observera un autre phénoméne beaucoup
plus interessant.
6.2.1 Etude disjointe de 1’évolution de la fréquence

Considérons a présent que le facteur de sélection naturelle est bien plus important que celui de
la mutation, mais qu’on ne le néglige pas pour autant. Afin d’éviter de se confronter directement
a la résolution de I’équation (16), nous procéderons par disjonction, en étudiant chacun des états
de f séparément.

6.2.2 L’état d’équilibre
Déterminons et étudions d’abord les états stables de f a I’aide de I’équation (16) :
d
T
SFA—f+1—2f)p = 0
Sfa-f) = @2f-1)
faA=f =

On sait de plus que :

S>> = %~0:> fFl—f)=~0

On en déduit qu’il y a état stationnaire autour de 1 et/ou de 0.

Cas f proche de 1 : Etudions d’abord la possibilité d’un état stationnaire & f ~ 1 :

Ona:
Lx(1-f) = (-«
f=1-t
s
Vérifions la cohérence de notre résultat. Si f =1 — % alors :
(U (O RRCLa
= S(gr<(g?

12



Ce qui est suffisamment proche de zero et positif.
Ainsi on trouve I’état stable autour de f ~ 1 quiestf =1 — £.

Cas f proche de 0 : Etudions d’abord la possibilité d’un état stationnaire & f ~ 0 :

af .
i Sf(1-0)+(1—2%0)u
af
a Sf—p

- _K
Io= S

Ce qui est impossible car f est une proportion. Donc I’état stationnaire est impossible & f =~ 0.

Conclusion : Ainsi, nous pouvons en déduire par un raisonnement par I’absurde que le seul
état stable de f est atteint en :

f=1-"4 (19)
s
Comme la dérivée de f est positive autour de cette valeur, on peut en conclure que f tend en
augmentant vers 1 — £, ce qui nous donne I'état final.
6.2.3 Début

Essayons d’étudier la tendance de f juste aprés ’état initial. On rappelle 'expression de la
dérivée de f :
daf

2 —sra-p+a-20p

On remarque que & f = 0, état initial, on a le terme de gauche qui disparait et donc :

a _
a P

Ce qui donne une tendance linéaire de coefficient directeur p pour f = 0 et donc pour f
trés proche de zero car sa dérivée est continue. Essayons d’étudier jusqu’a quand cette tendance
se vérifie, c’est-a-dire jusqu’a quand le terme de gauche est trés petit par rapport au terme de
droite. On va donc déterminer la valeur de f pour laquelle les deux termes sont égaux :

SfA=f) =0 =2f)u

Comme on sait que cela ne se vérifie que lorsque f est trés proche de zero, on peut directement

écrire : u
Sf=p = fzg

Ainsi, avant cette valeur, f gardera une courbe plutot linéaire :

f(t) =t

13



Cette valeur sera donc atteinte en ¢ ~ %

C’est donc un laps de temps trés court. Aprés, le terme de gauche deviendra vite assez fort et la
fonction se changera en exponentielle positive comme nous ’avons vu dans les cas précédents.

Conclusion : Ainsi, la tendance de f sera tout d’abord linéaire et proche de f(t) = ut
jusqu’aux environs de t = % On est ensuite bientot ramené au cas précédent, qui commence
donc & f ~ %. On peut donc reprendre la formule (10) pour ¢ > % :

B fOGS*t’
1) = 1— fo+ foeS*

avecfoz%ett’:tf%.

6.2.4 Demi temps

Voyons a quel moment les individus de n; ont atteint la moitié de la population. Lorsqu’on

a f~ 1, on étudie alors les deux termes de I'équation (16) :

Sf(l—f)z%et (1-=2\pu=0x*p

On en déduit que le premier terme est totalement prépondérant, d’autant plus que S >> pu.
Nous pouvons donc négliger (1—2f)u pour nous ramener a un cas déja connu avec % =Sf(1-f).
Celui-ci a été résolu et nous avions trouvé pour formule :

1—fy 1

* —

fo S

t1/2 =In

Nous prenons ici fo = & comme dit précédemment et on a donc :

tl/gzln(g—l)*%

Comme S > pu, cela donne bien un temps positif. On peut remarquer qu’il réduit selon S
car le terme a l'intérieur du logarithme est moins puissant. Il décroit aussi en fonction de p.
On peut en conclure que plus la sélection naturelle est importante et plus les mutations sont
fréquentes, plus les individus de ny seront rapides & atteindre la moiti¢ de la population, ce qui
est trés vraisemblable.

Avec des données biologiques pour certains virus, on prend S = % et u = %, et on obtient
un 1 autour de 32. L’unité du temps est ici le temps qu’il faut a un virus pour mourir.

6.3 Conclusions et graphique

On a donc une courbe de f linéaire au tout début, les seuls individus de n; qui apparaissent
sont ceux qui mutent de ng vers ny. Puis, trés vite a partir d’'un temps inverse au coefficient de
sélection naturelle, les individus de n; vont se reproduire. On aura alors, et ce pendant la ma-
jorité de I’évolution, une courbe de la méme tendance que dans le cas sans mutations. Celles-ci
devienent marginales devant la rapidité de la reproduction de la population ny. Puis, apres avoir
dépassé la moitié de la population totale, f va croitre de moins en moins vite, jusqu’a tendre
vers 1 — %&. La raison pour laquelle elle ne remplace pas totalement la population est qu'il reste
toujours quelques mutations de ny vers ng.

14



Frequence

1
2
I e e ; S I
 f)=1-4
f(t) = = ; .
Echelle reelle
. . Freguence
B [ ! !
fo=g ? -
i ‘: o TOI;lOpS (6"0&
te=n(S—1)xl
£(2) =t T (TR
o L= ! i Temps
t= % t1/2 t>>§

FIGURE 3 — Représentation schématique des différents régimes de la courbe
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7 Cas avec deux mutations

7.1 Présentation

On étudie désormais une population qui peut subir une mutation de deux de ses génes, ce
qui donne au total 4 alléles et donc 4 génotypes et 4 populations différentes :

1. La population 00 des individus n’ayant subi aucune mutation

2. La population 11 des individus ayant subi les deux mutations

3. La population 10 des individus ayant subi la mutation d’un géne
4

. La population 01 des individus ayant subi la mutation de 'autre géne

Nous supposerons d’une part que les chances de mourir de chaque population est la méme :

do1r = dio = di1 = dgo =1

Et donc que la différentiation et la compétition se feront sur les chances de reproduction :
kij = k(1 +5;5)

avec k;; la proportion des individus de ij qui se reproduiront par unité de temps et S;; I’avantage
de reproduction dont bénéficient la population ij, pour reprendre les notations précédentes. On
supposera comme précédemment que k =~ 1

On supposera aussi, comme dans le cas précédent, que :
pn<< S
PP << p
Su =0
w0

Car ce sont les ordres de grandeurs observés par les biologistes.

7.2 Premiéres equations pour ’évolution des populations

Commengons par déterminer I’expression de I’évolution de la population ni;.
En l'espace de dt générations, la population 11 gagne quatre types d’individus :

-Les individus de n1; qui ne mutent d’aucun géne. Cette probabilité est égale a celle qu'un
des génes ne mutent pas au carré :

I—p)P=1-p*—2u~1-2p

-Les individus de mgp; qui ont muté du premier géne. C’est la probabilité que le premier géne
mute mais pas 'autre :

px(l—p)=p—p*~p
-Les individus de n1p qui ont muté du deuxiéme géne. Inversement :
(l-—wsp=p—p’=p

-Les individus de ngg qui ont muté des deux génes :

ok =y
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Probabilites de mutation

Géne non muté

nm / » \ () /
@

_\ [ 2 i
I I
\ - / \
—( Géne muté

Mutations entrantes

= Suni + p(nwo + ner + prge — 2n41)

Mutations sortantes

d?lu _

Naissances-morts

De plus, elle perd ceux qui sont morts :
ni1 * din = ni

On multiplie alors chaque probabilité de mutation par le nombre d’individus qui naissent
par unité de temps dans la population correspondante, c’est & dire n;; * k;;, et en additionnant
tous les gains et pertes de m1; par unité de temps on obtient alors sa différentielle :

dniy = + [(1—2p)kiini1]dt (Les non mutants)

nookoou?]dt (Les mutés de ngo)

[
+
+  [n1okiop]dt (Les mutés de nqg)
+  [noiko1p]dt (Les mutés de mgq)
[

n11]dt (Les morts)

Et donc sa dérivée :

dnqy
dt

= (1 —2u)k11n11 — 11 + [nookoop® + niokiop + noikor ]

Précisons le calcul en remplagant k;; par k(1 + S;;) :

dniy
dt

(1 =2p)(1 + S11)n11 — na1 + p[nookoopt + niokio + no1ko]

= (S11 — 2p —2pS11)n11 + pnoo(1 + Soo)p + n10(1 + S10) + no1(1 + So1)]
= (S11 — 20 — 2uS11)n11 + noop® + nooSoop? + pnio + pnioSio + ner + e Sot

En négligeant les bon termes, on obtient finalement :

dniy
dt

= s11n11 + p(nio + nor — 2n11) (20)

Au final, en suivant le méme raisonnement et en changeant les indices pour les trois autres cas,
on obtient les expressions suivantes :

dnqo
5 = Swomo + p(n11 + noo — 2n10)
dngy

7~ Sono + p(ngo + n11 — 2n01)
dngo
ar s00m00 + t(n10 + no1 — 2n00)
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7.3 Détermination des fréquences en fonction de 5;; a I’état station-
naire

7.3.1 Cas général

Considérons a présent une situation ot nous avons atteint un état stable. Chaque population

est donc en état staionnaire :
dnij

dt

Observons ce que cela implique pour la premiére population ni;. On a d’aprés I’équation (20) :

=0 (21)

0 = Siini+ p(ni +not — 2n11)
2u— S11)n11 = w(nio + no1)
nyy = Mnlo + no1
2pu — S
Donc :
1
= — 22
fu (2u—511)(f10+f01) (22)

De la méme facon, nous appliquons cette méthode aux autres populations et on obtient :

f1o L(foo + f11)

" 2u— S

Jor = ﬁ(ﬂ)(ﬂrfn)
_ K

foo = m(fm'i‘fm)

7.3.2 Alléles mutés, combinaisons et épistasies

Introduisons maintenant des conditions plus spécifiques sur les avantages que fournissent ou
non les mutations de chaque alléles.

Dans notre cas, nous considérerons que chaque mutation d’'un des deux alléles engendrent
des avantages en terme de sélection naturelle. Ces mutations pourront alors se combiner et in-
teragir pour présenter des caractéristiques particuliéres : c’est le phénoméne d’épistasie. Si la
combinaison est complémentaire, c’est-a-dire si elle représente un avantage bien plus grand que
les deux mutations isolées, on parle alors d’épistasie dominante / magnitude epistasis. Au
contraire, les deux mutations peuvent se géner. Si la combinaison engendrée est moins bien que
celle d’une mutation simple mais toujours meilleure que celle sans mutations on parle d’épista-
sie diminuée / sign epistasis, et si elle est pire d’épistasie récessive / recessive epistasis.
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: 1
Coefficient " Dorimerite B> 2
d’epistasie £ // |S; f11 domine

0 S11> 810> S
g Nulle/ faiblement - & i
Sl(,) N S()l _% diminuee E— _% -
g Diminuee
Soo 1 S10 > S11 > Sool| fio et fou
dominent
® 4
B 4 —5
Cas d’epistasie

Nous considérerons dans la suite que chaque mutation est porteuse d’un avantage équivalent :

S10 = So1

noo et Nio -
S = S10 — Soo

Dans notre modéle, cette différence est indépendante des contextes et elle sera donc constante.
On a le coefficient d’epistasie E tel que :

S11 =S80 = (Sor —Soo + S10 — Soo)(1 + E)
(2301 — 2300)(1 + E)

= |25(1+ E)
Epistasie dominante Epistass diminncs
Nloseilcunte V Sélection: 8§ Avantage
Sélection: S Avantage Mutialones compétitif
Mutations: " p Sn compétitif P B
A S
25(1+ E)
S 81— g
. 01 ' , 210 y ‘ :511
s LT # 25(1+ E) |
\\\ | ’// ““““ | 1
SDU

7.3.3 Les individus de n;; sont les plus avantagés

Considérons premiérement que la population ni; reste avantagée par rapport aux autres,
c’est-a-dire lorsque E > —0,5 (voir schémas ci-dessous). Les équations seront valables pour une
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épistasie dominante, nulle ou légérement diminuée. Les deux mutations sont porteuses d’avan-

tages compétitifs, on a donc la population n1; la plus avantagée et ngg la défavorisée :

S11 > S10,S01 > Soo

Nous avons vu dans lors de nos études précédentes que si une population possédait un léger

avantage de ce type, alors elle tendrait a remplacer totalement les autres sur le long terme. Nous
en déduisons des suppositions d’ordres de grandeur pour les populations aux états stationnaires :

n11 >> N1g, o1 >> Noo
< f11 >> fi0, for >> foo

i : Avantage Epistasie
Egﬁfzgfte compétitif légérement ' Avantage
ou nulle: £ > S11 ” diminuée: compétitif
~ 0 0>FE>—3 S11
— By A
U
—S(1+2E)
—8(1+42E) 1
S
S
— 981+ 8
—25(1 + E) 500 (1+E)

Explication du shéma : Les cas d’épistasie que nous étudions premiérement sont ceux dans
lesquels n11 est dominant et donc dispose d’un avantage compétitif S1; supérieur aux autres.

- Ordonnée : L’avantage compétitif dont dispose une population d’individus.

- Abscisse : Les différentes populations existantes.

- Valeurs en ordonnées : On voit dans le paragraphe suivant que S11 & 2u, ce qui est trés proche
de zero par rapport & S. On en déduit ainsi le positionnement de zero dans le schéma, et on
peut conclure sur les valeurs de Spg et de Sig :

S11 — Spo = 25(1 + E)

— Sp=-251+EF)

510:500+S:72S(1+E)+S <~ SlOZ*S(].‘FQE)

Un résultat intéressant : Les avantages de compétitivité pour Sy et pour Spg ne dépendent
donc que de leur différence avec la population dominante si1, parce que la compétition ne se

joue quasiment qu’avec elle.

Self-consistence : Observons si nos suppositions sont cohérentes et quels résultats plus précis
nous pouvons obtenir avec. On reprend successivement les équations trouvées précédemment

pour chacune des populations.

Pour la population dominante nq; :

fui=

Bk
(2 — S11)

(fr0 + fo1)
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On voit que si la fréquence f11 est trés supérieure aux autres, alors on doit avoir :

Jiu >> (fio+ for) >0

= ﬁ(fw-#fm >> (fio+ for) >0
I

= —— >> 1>0
(2p — S11)
<~ u >> 2u—511>0

Ce qui ne peut étre vrai que lorsque S1; = 2 — € avec 0 < € << , ce qui signifie que Sp; est
trés proche de 2u. On a donc un coefficient S1; positif et faible dans le cas ou la population ni;

dominante.

C’est trés cohérent puisqu’il représente un avantage par rappport aux autres, qui ont un coeffi-
cient négatif. Et il est proche de 2u puisqu’a I’état stationnaire cet avantage de reproduction sert
juste & compenser la perte des individus qui mutent vers les autres populations (voir ’équation
(20)). On peut donc prendre f1; & 1 pour le reste de cette analyse.

Pour les populations intermédaires nig et ngy :

7
= ———— 1
Jor 2 — Sor (foo + f11) <<

I
0< —— << 1
211 — So1

O<p << 2u—Sn

avec p positif. On en déduit donc que |Sp1| >> p et que Sp1 < 0 ce qui va dans le sens de ce
qui était énoncé précédemment. On peut donc négliger le terme 24 dans le dénominateur de la
formule et on obtient :

p p
o —So1 for S(1+2E) (23)
et, par symétrie :
Jio = a < fio= S
—S10 S(1+2F)
Pour la population la plus faible nqg :
foo = L(flo + fo1)
(21 — Soo)

o, 1
—S00  —S10 * —510)
u? o1 1
So0 S0 " o

1% ( 21 )
25(1+ E) S(1+2E)
I 1
S2(1+2E)(1+E)

foo =

On voit donc que pour les populations dominées, la fréquence a 1’état stationnaire diminue
en fonction de leurs désavantages et augmente en fonction de la fréquence des mutations, qui
viennent surtout de la population majoritaire, ici n11. On a, de plus, foo << fi0, fo1 car u? << p.

Conclusion : Nos suppositions sont bien cohérente avec nos résultats.

21



7.3.4 Les populations ng; et nig sont les plus avantagées

Ceci comprend les cas ou E < —%, donc une épistasie trés diminuée ou récessive.

Epistasie | < E < 1 4 Avantage
diminuée St Be compétitif
o Avantage
/@ ~ D01 2% compétitif
: /@ f‘?{;\:: ~ f{:a,s 2
s i .
511 \. SE u
SQ() 5
B | - Si1 e SE

Explication du schéma : Les cas d’épistasie que nous étudions deuxiémement sont ceux
dans lesquels nigetng; sont dominants et donc disposent d’un avantage compétitif Sig et Sp1
supérieur aux autres.

- Pour les valeurs : On voit dans le paragraphe suivant que Sp; = Si9 &~ 24, ce qui est trés
proche de zero par rapport & S. On en déduit ainsi le positionnement de zero dans le schéma,
et on peut conclure sur les valeurs de Spg et de Si7 :

SIO — Soo =5 < Soo =-5
511:SOO+2S(1+E):—S+S(1+E)+S <~ 511:SE
Comme précédemment, les avantages de compétitivité pour S1; et pour Spy ne dépendent

que de leur différence avec les populations dominantes S1g et Sp1, parce que la compétition ne
se joue quasiment qu’avec elles.

Pour les populations dominantes ng; et nig :

On peut 14 aussi déduire de notre expérience que les populations ng; et m1y dominerons
largement les autres. On a donc :
Jio+ for =1

Comme on suppose que S1p = Sp1, on en déduit par symétrie que :

1
for =f10z§

En reprenant la formule trouvée précédemment dans le cas général :

fio = (f00+f11)%%

K
(2p — Sho)

En observant que f11 + foo est trés petit, et en raisonnant de la méme maniére que dans le cas
précédent on en déduit que S1gp ~ 2u et Sig > 2u. D’ou le placement du zero dans le schéma
ci-dessus
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f

Fréquence

Occupaticon de la population totale

Pour nq :

_ H
foo = 7(2M_SOO)(f1o+fo1)
1

(214 — Soo)

Et comme on sait (voir schéma) que Spo >> p, on peut négliger p dans 'équation. Et en
remplagant aussi Spg par —S comme trouvé plus haut, on obtient :

Q

_ K
fOO*S

Pour ny; : De méme, on a :

L
Juu = (QM_SH)(floJrfm)
_r
(21 = Soo)
-k
—(1+2E)8

Q

Q

On en déduit alors des valeurs plus précises pour les populations dominantes :
1 1
]

f10+f01=1—/1[§—m

7.3.5 Conclusion sur les populations a I’état stable

On a a présent tous les éléments pour déduire la variation des fréquences des populations en
fonction du coefficient d’épistasie F.

5“) ~ JSH 'SH ~ 5(;() E 2 Sll > Slli ~ Sl]l > SU(]

1o

0.9

0.8 —

7 [ E— ]

fu~=1

Jio+ for = 1

fi0 et for

. dommants fir dominant
_ f "

02|~ fu= —S(1+2E) 12

“Tfoo =5 o

1

2 (192E)(1+E)

e —————— —— —

-2

-L.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

~ Coefficient d'epistasié E

FIGURE 4 — Fréquences a ’état stationnaire des populations en fonction du coefficient d’épistasie
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Explication du graphique :

-Abscisse : Coefficient d’épistasie FE tel que S11 — Spo = 25(1 + E), en orange la valeur
remarquable F = —%. Du coté droit les formules des hypotheses f11 >> fi0, fo1 >> foo sont
appliquées, tandis que du c6té gauche c’est fig, for >> fi1 >> foo

-Ordonnée : Pourcentage de la population totale.

-Valeurs particuliéres : Nous avons choisi S et p arbitrairement (bien que satisfaisant les
hypotheéses S >> u > 0) pour que le graphique soit lisible.

- Co6té droit : E > —%
les autres, et cet écart s’accroit avec le coefficient d’épistasie. Pour les deux autres c¢’est I'inverse.
On peut remarquer par ailleurs que fyg décroit avec le carré de E, ce qui signifie qu’il est encore
plus sensible a sa variation. En effet, voir shéma.

- Autour de F = % : Les différences de compétitivités entre les populations ni1, nig et
ng1 étant trés faibles, il ne peut pas y avoir de domination écrasante d’une population. C’est
pourquoi les hypothéses de notre étude ne se vérifient pas et on trouve des valeurs limites pour
chacune des formules. Pour avoir une coninuité sur notre graphique, nous avons tracé en pointillé
les jointures entre les limites des différentes formules. Les valeurs observées sont d’ailleurs assez

compatibles, les populations dominantes étant du méme ordre de grandeur dans cet intervalle.

- Coté gauche :F < %
Ici, ce sont les populations nig et ng; qui dominent les autres, car elles disposent du meileur
avantage de reproduction. On voit bien que f1; se réduit avec le coefficient d’épistasie F, car
il devient de plus en plus faible par rapport aux poplations dominantes. On remarque que foq,
lui, reste constant. En effet, son écart de compétitivité avec les populations dominantes est fixé
a S et ne varie pas.

8 L’auto-stop génétique

8.1 Présentation

Nous allons dans cette partie introduire un autre type de facteur qui influe sur la fréquence
des populations : auto-stop génétique (hitchhiking en anglais).

On prend toujours deux génes qui peuvent chacun subir une mutation. Dans notre cas , ces
deux génes sont trés proches 'un de 'autre. Cependant, on ne considére plus 1’état stable mais
on s’intéresse plutot a I’évolution dynamique des populations.

L’auto-stop génétique est le fait que la fréquence d’un alléle, qui ne représente pas forcément
un avantage pour un individu, peut étre modifiée par un autre alléle trés proche de ce premier,

8.2 Exemple

Prenons I’exemple suivant. Une mutation, celle du premier géne, présente un avantage, et
on aura donc S1p > Spo. En revanche, la mutation du deuxiéme géne est un inconvénient :
So1 < Spo- Cependant, 'avantage apporté par le premier étant plus important que l'inconvé-
nient imposé par le deuxiéme, la double mutation représente une force : S1;7 > Spp. On a donc
finalement : S19 > S11 > Spg > Sp1 Les deux génes sont trés proches I'un de 'autre. Etudions
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la fréquence d’appartition des mutations des deux génes.

Conditions initales : La population ng; est dominante au début : ngy >> nig, 101, Noo-
On peut imagniner par exemple que le second géne repréentait précédemment un avantage si-
gnificatif mais qu’un brusque changement dans ’environnement des populations fait basculer la
valeur des coefficient de compétitivité vers celles que nous avons définies ci-dessus. Nous nous
plagons au moment de ce basculement.

Nous allons tracer intuitivement la courbe représentatives des fréquences foo, fo1, f10 et fi1-

— fo1 décroit toujours comme sa valeur sélective est la plus basse des quatre.

— f10 met assez longtemps & acquérir une quantité suffisante d’individus pour se reproduire
car elle a peu de chance de rececoir des mutants de la part de la population fy;. Toutefois,
lorsqu’elle en aura assez, elle va se reproduire plus vite que toutes les autres et rapidement
étre totalement dominante.

— foo et fiivont recevoir les mutants de fy; assez vite car il n’y a besoin que d’un seul géne
muté. Comme ils sont plus avantagés que fo; elles auront tendance a croitre asser vite
dés quelles seront assez nombreux pour se reproduire. Cependant, lorsque les individus
fi0 vont commencer & apparaitre, ces deux populations vont subir leur concurence et
commenceront & décroitre pour étre finalement dominées.

Fréquences
1+

0 15 30 45 60 Temps (générations)

8.3 Conclusion :

L’auto-stop génétique est donc un autre facteur d’évolution tout aussi intéressant que les
autres, qui permet de donner plus de complexité dans ’évolution des populations en engendrant
des phénoménes non monotones. La rareté d’un géne peut donc étre rattrapé par ce phénomeéne
d’auto-stop génétique comme nous avons pu le voir avec notre cas de figure.
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9 Conclusion générale :

Nous avons donc réussi & modéliser de facon mathématique 1’évolution de populations en
prenant en nous appuyant sur des hypothéses proches de ce que 'on peut voir dans la théorie
Darwinienne. A travers notre étude nous avons pu montrer les différents types d’évolution et
de mutations qui peuvent exister pour des brassages génétiques simples. Bien qu’aucune de nos
analyses n’aient concerné des cas concréts, nous avons pu découvrir et décortiquer les principaux
mécanismes des dynamiques de la sélection naturelle. La principale compétence que nous avons
du développer était 'interprétation mathématique de nos modéles et de nos résultats. Pour
chaque variable, inégalité, limite, nous devions en deviner sa signification et évaluer sa pertinence.
Ainsi, cette étude nous a laissé entrevoir la complexité de ’évolution des populations dans la
réalité et la fagon de procéder pour les comprendre.
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